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Das Studium der endlichen Spiegelungsgruppen begann in gewissem Sinne wohl
schon zu Zeiten, als die griechischen Naturphilosophen (insbesondere die Pytha-
goreer) die fiinf platonischen Korper ,,zum Leben erweckten“. Wie in Kapitel 3
dargelegt, stellen ihre vollstéindigen Symmetriegruppen endliche Spiegelungs-
gruppen dar.

Die platonischen Koérper sind gerade die dreidimensionalen, regelmifigen
(konvexen) Polyeder, denn: Die Innenwinkel in einem regelmifligen n-Eck sind
gleich (2=2)r. Treffen sich k dieser n-Ecke an einem Punkt, um eine Ecke eines
konvexen Koérpers zu bilden, so muf}

k (n — 2) m <27
n

erfiillt sein. Losungen {n, k} fiir diese Ungleichung innerhalb der natiirlichen
Zahlen sind nur {3,3}, {3,4}, {4,3}, {3,5} und {5, 3}, welche gerade den fiinf
platonischen Koérpern zugeordnet werden konnen. Auffillig ist, daf die Losungen
gerade den Kantenbeschriftungen der zugehorigen Coxetergraphen entsprechen.
Im iibrigen bezeichnet man die Notation {n, k} als Schliflisymbol des Poly-
eders, benannt nach dem Schweizer Mathematiker Ludwig Schlifli (1814-1895).

Aus heutiger Sicht erscheint es naheliegend, von den dreidimensionalen Po-
lyedern ausgehend, auch im n-dimensionalen euklidischen Raum (n € IN) eine
Klassifizierung regelmifliger Polytope anzustreben. Doch der Ubergang in die
hoherdimensionale Geometrie iiberstieg laut Coxeter [13], S.141, auch Mitte des
19. Jahrhunderts noch das Vorstellungsvermogen der meisten Denker, mit Aus-
nahme einiger weniger, zu denen auch Schlifli zu zdhlen ist. Schlédfli 16ste zu
dieser Zeit denn auch als erster das Klassifikationsproblem der n-dimensionalen
regelmifigen Polyope, wie Hiller in [20], S.49, vermerkt. (Schliiflis gesammeltes
Werk ist in [31] zu finden.) Laut Hiller ([20], S.49) blieb Schliflis Arbeit den-
noch weitestgehend unbekannt, da auch andere Mathematiker diese Klassifikati-
on nach und nach ausarbeiteten, etwa W. Stringham im Jahre 1880 in [33]. Hiller
bemerkt zudem leicht ironisch, daf} sich in der zweiten Héilfte des 19. Jahrhun-
derts vor allem ,‘English-gentlemen’ mathematics“ (Ibid.) mit den Polytopen
beschéftigten: ,,Petrie, a schoolmaster; Gosset, a lawyer; Donichan, a rug dealer
and Alicia Stott, the middle one of Boole’s five daughters, a housewife“ (Ibid.).
Sehr gut zur Einarbeitung in diese Materie eignet sich wohl Coxeter [13], wo-
bei Cozeter Schliiflis Notation verwendet. (Vielen endlichen Spiegelungsgruppen
(vom Rang n) werden dort n-dimensionale, regelmiflige Polytope zugeordnet:
Beispielsweise findet man in §6.4, dafl F4 als die vollstéindige Symmetriegruppe
eines regelmifligen, vierdimensionalen Korpers aufgefait werden kann, dessen 24
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»oeiten® von je einem Oktaeder gebildet werden; der Gruppe H4 wird eben dort
ein vierdimensionales Polytop zugeschrieben, mit 120 Dodekaedern als Seiten
(dual: 600 Tetraeder).)

Diese Studien erhielten in den 20er Jahren eine vollig neue Richtung durch
Mathematiker wie Cartan, die entdeckten (wie etwa Cartan 1927 in [5]), dafl
die Klassifikation der regelméfligen Polytope ausgenutzt werden kénnte, um die
einfachen Lie Algebren {iber den komplexen Zahlen zu klassifizieren (vgl. Hiller
[20], S.49). (Zur Definition von Lie Algebren iiber einem Kérper siehe Carter [7],
S.33, oder Humphreys [21], S.65,91.) Ein Jahr spéter, 1928, betrachtete Cartan
in [6] endliche, von Spiegelungen erzeugte Gruppen im n-dimensionalen Raum;
dabei zeigte er, dafl der Fundamentalbereich der Gruppen ein Simplex sein
muf. (Zur Definition eines Simplex siehe z.B. Munkres [30].) (Schon im Jahre
1889 hatte Goursat in [18] alle endlichen Spiegelungsgruppen in vier Dimensio-
nen klassifiziert, der sein Wissen iiber die regelmifligen Polytope laut Coxeter
([13], S.209) wiederum von Stringham [33] bezog.)

Coxeter reichte drei Jahre spéter in [10] den Beweis nach, dafl Cartans Auf-
listung komplett war. Dabei ging er auf sehr geometrische Art und Weise vor,
unter Ausnutzung der graphischen Darstellung, die wir in Abschnitt 7.1 vor-
gestellt haben; Coxeter ist der ,,Erfinder” dieser nach ihm benannten Graphen.
1934 dann erscheint einer der Meilensteine in der Geschichte der endlichen Spie-
gelungsgruppen: Coxeter arbeitet in [11] seine Studien aus; er klassifiziert alle
endlichen (positiv semidefiniten) Coxetergruppen und iibertrégt dabei die durch
den sphirischen Simplex gegebenen Informationen (Winkel zwischen den nach
auflen gerichteten Normalenvektoren unserer Kammern) in die uns wohlbekann-
ten Graphen. Die Klassifikation der endlichen (irreduziblen) Spiegelungsgrup-
pen war damit zun&chst einmal abgeschlossen, inklusive der Bestimmung ihrer
Méchtigkeiten.

1940 versffentlichte dann Witt mit [35] einen lédngeren Aufsatz, der die Klas-
sifikation der endlichen Spiegelungsgruppen beinhaltet. Witt rollt Coxeters Pio-
nierarbeit neu auf, allerdings aus stérker algebraischem Blickwinkel. Dieses Werk
enthilt eine Vielzahl wunderbarer Argumentationen, auf die auch Coxeter in [13]
zuriickgreift, wo er die Klassifikation der endlichen Spiegelungsgruppen wieder
mit auffithrt. Beispielsweise geht die Zuordnung von Matrizen (bzw. definiten
quadratischen Formen) zu den Fundamentalbereichen auf Witt zuriick (inklu-
sive der Beweisfiihrung, wie wir sie in Kapitel 7 praktiziert haben), ebenso wie
die von mir in Abschnitt 8.3 verwendete Argumentationsweise (Witt benutzt
sie allerdings nur fiir den Graphen H,). Bei Witt findet man auch Wurzelsyste-
me zu allen zusammenhingenden, positiv definiten Coxetergraphen (er nennt
sie ,, Vektordiagramme*), und mittels dieser bestimmt er die Michtigkeiten der
einzelnen Gruppen, wie auch bei uns geschehen.

Betonungen auf Austausch- oder Auslassungseigenschaft wurden laut Hum-
phreys [22], S.28, erst in den 60er Jahren gesetzt, was man dann auch bei Bour-
baki [4], IV, §1, findet.

Weitere historische Informationen kann man bei Bourbaki [4], Note histori-
que, Hiller [20], S.48-52, und Coxeter [13], Historical remarks erhalten.

Warum aber wihlten wir (wie Humphreys [22]) den Buchstaben W fiir end-
liche Spiegelungsgruppen? Dies liegt daran, dafl die meisten dieser Gruppen
gleichzeitig Weylgruppen sind (mit Ausnahme der Gruppen, deren Graphen
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eine Zusammenhangskomponente vom Typ I5*(m # 6), Hs oder Hy besitzen).
Vergleiche dazu z.B. die Kapitel 2 und 3 bei Carter [7]. Weylgruppen unterschei-
den sich von den endlichen Spiegelungsgruppen lediglich dadurch, dafl ihnen
zugeordnete Wurzelsysteme eine zusétzliche kristallographische Bedingung
zu erfiillen haben: Fiir o, 8 € ® muf}

(o, B)

2. 8)

eZ

gelten.

Man kann die Klassifikation der Weylgruppen nahezu genauso vorantrei-
ben, wie bei uns fiir die endlichen Spiegelungsgruppen geschehen (vgl. Car-
ter [7], Kapitel 2,3, oder auch Bourbaki [4], Kapitel VI). Dabei zeigt sich,
dal die Weylgruppen gerade die endlichen Spiegelungsgruppen sind, fiir die
m(a, B) € {2,3,4,6} fiir alle a # 3, a, 8 € A gilt. All diese Gruppen W stabi-
lisieren iiber sL = L fiir alle s € W ein Gitter L in V (den Z-Aufspann einer
Basis von V). Insbesondere bewirkt die kristallographische Bedingung (beachte
die Spiegelungsformel (1.1) und die Definition eines Wurzelsystems), daf} jede
Wurzel eine Z-Linearkombination einfacher Wurzeln ist und der Z-Aufspann der
einfachen Wurzeln bei wesentlich operierenden Gruppen ein W-stabiles Gitter
darstellt.

Beim Studium der irreduziblen Weylgruppen st6f8t man ferner auf ein Resul-
tat beziiglich der Langenverhéltnisse der Wurzeln: Ein Teil der irreduziblen Wur-
zelsysteme enthélt nur Wurzeln gleicher Linge, der andere dagegen nur solche
genau zweier Lingen (wobei zwei verschiedene Lingenverhiltnisse auftreten).
Unterscheidet man auf diese Weise zwischen kurzen und langen Wurzeln
(enthilt ® nur Wurzeln einer Linge, so betrachtet man diese als lang), so kann
man diese Information zusétzlich in einen Coxetergraphen mit aufnehmen. Die-
se leicht modifizierte Variante unserer Graphen nennt man Dynkindiagram-
me. Uberraschend ist nun die Tatsache, daB dadurch lediglich ein neuer Graph
hinzukommt, d.h. nur einer einzigen (irreduziblen) Weylgruppe mehr als ein
Dynkindiagramm zugeordnet ist: Es handelt sich um die Gruppe B, die nach
Bourbaki [4], Kapitel VI, die Weylgruppe zweier mit B,, und C, bezeichneten
Dynkindiagramme darstellt. Dies illustriert, warum bei unserer (an Bourbaki
angelehnten) Notation fiir die zusammenhiingenden, positiv definiten Coxeter-
graphen der Buchstabe C ausgelassen wurde.

Ferner liefert die Betrachtung der irreduziblen Weylgruppen direkte Informa-
tionen dariiber, welche (einfachen) Spiegelungen in der jeweiligen Gruppe zuein-
ander konjugiert sind: Zwei Spiegelungen s, und sg einer irreduziblen Gruppe
sind in dieser genau dann zueinander konjugiert, wenn a und 3 entweder beide
kurz oder beide lang sind. Danach kénnten wir unser Wurzelsystem zum Gra-
phen F4 modifizieren, indem wir in der Teilmenge {3v/2(%e; + ¢;) | i < j} den
Vorfaktor 2+/2 entfernen (vergleiche Humphreys [22], S.42).

Zudem spielt die bei uns zumeist mit & bezeichnete Wurzel eine besondere
Rolle in den Wurzelsystemen zu irreduziblen Weylgruppen. Sie ist die beziiglich
einer auf A basierenden Totalordnung von V' eindeutige Wurzel maximaler Hohe
und liegt (betrachte die Spiegelungsformel zusammen mit (R2)) automatisch
im Fundamentalbereich der Gruppe beziiglich A; vergleiche Humphreys [22],
S.40,44.

Detailliertere Informationen iiber Struktur und Geometrie der Gruppen &,
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findet man bei Coxeter [15]; dort beendete er 1988 die aus drei Teilen bestehende
Arbeit Regular and semi-regular polytopes, die er 1940 mit [12] begann und nach
45(") Jahren 1980 in [14] wieder aufnahm. In [15] stellt Coxeter zudem eine neue
Formel zur Berechnung der Ordnungen der drei Gruppen vor.

In einem kleinen Aufsatz [24] untersucht B. Huppert die Gruppe H4 genauer,
unter Verwendung darstellungstheoretischer Methoden.
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