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Vorwort

» These groups can be made vividly comprehensible by using actual mirrors for
the generating reflections. It is found that a candle makes an excellent object to
reflect. By hinging two vertical mirrors at an angle 7 /k(k = 2,3,4,...), we easily
see 2k candle flames, in accordance with the group [k]. To illustrate the groups
[k1, k2], we hold a third mirror in the appropriate positions.“

H.S.M. Coxeter [11], S.589

Die vorliegende Arbeit wurde in der Absicht geschrieben, allen Interessierten
eine moglichst einfache und anschauliche Einfiihrung in die Theorie der end-
lichen (reellen) Spiegelungsgruppen zu bieten. Insbesondere richtet sie sich an
StudentInnen, die bereits ein Semester Algebra oder Gruppentheorie besucht
und Spafl an dieser Art des Denkens gefunden haben — und nun gerne ihre neu
erworbenen Kenntnisse an einer konkreten Anwendung versuchen wollen. Zum
Versténdnis des Textes sind dementsprechend auch lediglich Grundkenninisse
aus Linearer Algebra, Analysis (sehr wenig) und der Gruppentheorie (insbeson-
dere: Operation von Gruppen auf Mengen; freie Gruppen) nétig.

Dies ist insofern ungewdhnlich, als die zu diesem Thema vorliegenden Werke
(etwa Grove/Benson [19], Witt [35], Humphreys [22] oder Coxeter/Moser [16])
auch auf Ergebnisse aus der Lie Theorie (Weylgruppen, kristallographische Wur-
zelsysteme) oder der Topologie (sphérische Simplexe, Komplexe) zuriickgreifen
(vgl. Historisches/Ausblick am Ende des Buches). Vermeidet man dies, wie hier
geschehen, so geht das bisweilen auf Kosten von Knappheit und Eleganz — bleibt
aber leicht verstindlich. Nichtsdestotrotz ist diese Arbeit komplett, d.h. in ihr
werden alle endlichen (reellen) Spiegelungsgruppen klassifiziert. Zahlreiche Bei-
spiele motivieren und veranschaulichen stets die Theorie.

Im wesentlichen besteht dieses Buch aus zwei Teilen. Zunéchst werden aber
in Kapitel 1 die fiir den Gegenstand der Arbeit notwendigen Begriffe eingefiihrt
(insbesondere eine Aquivalenzrelation fiir unsere Gruppen) und ferner einige
weniger bekannte Ergebnisse aus der Linearen Algebra vorgestellt und bewiesen.

Teil T (Kapitel 2 und 3) bietet dann eine komplette Auflistung aller endlichen
Untergruppen der Gruppe aller orthogonalen Transformationen auf zwei- und
dreidimensionalen euklidischen Vektorrdumen. Als Orientierung dienten hierzu
vor allem Grove/Benson [19], Yale [36] und Armstrong [2].

Teil IT (Kapitel 4-8) ist der Klassifikation der endlichen Spiegelungsgruppen
in der Gruppe aller orthogonalen Transformationen auf n-dimensionalen Vek-
torrdumen gewidmet, mit n € IN beliebig, und ist im Prinzip unabhéngig von
Teil T konzipiert. Allerdings schépfen wir hiufig aus dem reichen Beispielvorrat
des I. Teils, um der bisweilen trockenen Theorie etwas Leben einzuhauchen.



vi Vorwort

In den Kapiteln 4 und 5 wird fiir die Gruppen eine relativ kleine Men-
ge von Erzeugern vorgestellt und beziiglich dieser die Menge der definierenden
Relationen bestimmt. Kapitel 6 beschiiftigt sich mit Untergruppenstrukturen
sowie Konsequenzen, die sich aus der Operation der Gruppen auf dem jewei-
ligen Vektorraum ergeben. Auf relativ algebraische Art und Weise wird dann
in Kapitel 7 die Klassifikation vorangetrieben: Die Moglichkeiten fiir die Ge-
stalt der den Gruppen zuzuordnenden Graphen werden stark eingeschrinkt. In
Kapitel 8 gelingt es schlieBlich, zu jedem dieser Graphen eine endliche Spiege-
lungsgruppe zu konstruieren; Abschnitt 8.4 fait die Ergebnisse in einer Tabelle
noch einmal zusammen.

Als Quellen wurden fiir die Kapitel 4-7 vor allem Humphreys [22], Witt [35],
Coxeter [11], [13] und Grove/Benson [19] verwendet. Kapitel 8 ist weitgehend un-
abhingig von Sekundirliteratur entstanden; Ideen stammen aus Grove/Benson
[19] (fiir Abschnitt 8.1), Bourbaki [4] (fiir Abschnitt 8.2) und Witt [35] (fiir
Abschnitt 8.3).

Ein mit Historisches/Ausblick betiteltes Kapitel soll die vorliegende Arbeit
abrunden. Darin wird genauer auf die verwendeten Quellen eingegangen, es wird
untersucht, wer wann und wo Grundsteine zur betrachteten Materie legte, und es
werden Anmerkungen zu einigen Passagen dieses Buches gemacht, die mit Hilfe
weiterfiihrender Theorien anders, kiirzer oder auch einfacher hiitten gestaltet
werden konnen. Insbesondere soll allen interessierten Leserinnen und Lesern
das Vordringen zu den Wurzeln und Urspriingen dieser Thematik erleichtert
werden — zu Pionieren wie Cozeter und Witt.

Je ein Abbildungs-, Literatur- und Stichwortverzeichnis unterstiitzen (neben
dem Inhaltsverzeichnis) die Orientierung innerhalb des Textes. Die formale Ge-
staltung der Arbeit ist absolut selbsterkldrend und bedarf daher keiner weiteren
Erlauterung.

Zuallerletzt zwei Worte des Dankes. Bei Gabi und Matthias bedanke ich mich
fiir das geduldige Korrekturlesen. Dr. Robert Boltje danke ich fiir die wunder-
bare Betreuung.

Achim Brunnermeier, Juni 1998.



